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2007 年全国硕士研究生入学统一考试数学一试题 

试题详解与评析  水木艾迪考研命题研究中心 
一、 选择题（本题共 10 小题，每小题 4 分，满分 40 分，在每小题给的 四个选项中，只

有一项符合题目要求，把所选项前的字母填在题后括号内） 

（1）当 时，与+→ 0x x 等价的无穷小量是 

（A）
xe−1    （B）

x
x

−
+

1
1ln   （C） 11 −+ x   （D） xcos1−  

【解】 答案 B。 )()()(
1
1ln xoxxoxxox

x
x

+=+++=
−
+

，因此 x
x

x ~
1
1ln
−
+

。 

考点：泰勒公式与等价无穷小量的正确运用，水木艾迪辅导的星级考点。参见水木艾迪考研

数学 36 计例 1-1，1-2，1-3 等题目。 

（2）曲线 )1ln(1 xe
x

y ++= ，渐近线的条数为 

（A）0           （B）1              （C）2              （D）3 

【解】答案 D。垂直渐近线 ，水平渐近线0=x )(0 −∞→= xy ，斜渐近线 。 )( +∞→= xxy

考点：渐近线的实质是极限问题，应从单侧极限入手考察单侧渐近线的存在性。参见 
水木艾迪考研数学 36 计例 5-10，基础班讲义例 4-24，强化班第 2 讲例 43。 

（3）如图，连续函数 在区间)(xfy = ]2,3[ −− ， 上的图像分别是直径为 1 的上、下半圆

周，在区间 上的图形分别是直径为 2 的上、下半圆周，设 ，则

下列结论正确的是 

]3,2[

]2,0[,]0,2[− ∫=
x

dttfxF
0

)()(

（A） )2(
4
3)3( −−= FF           （B） )2(

4
5)3( FF =  

（C） )2(
4
3)3( FF =−             （D） )2(

4
5)3( −−=− FF  

【解】答案 C。利用积分的几何意义，并注意代数面积的概念（水木艾迪辅导的星级考点）。 

（4）设函数 在 处连续，下列命题错误的是 )(xf 0=x

（A）若 0)(lim
0

=
→ x

xf
x

，则       （B）若0)0( =f 0)()(lim
0

=
−+

→ x
xfxf

x
，则  0)0( =f

（C）若
x
xf

x

)(lim
0→

存在，则  存在    （D）若)0(f ′
x

xfxf
x

)()(lim
0

−−
→

存在，则 存在 )0(f ′

【解】答案 D。 
考点：点连续概念，导数定义，无穷小量比阶的概念与极限运算法则。(D)的成立不一定保证

导致可导的两个极限存在。 

（5）设函数 在 上具有二阶导数，且)(xf ),0( +∞ 0)( >′′ xf ，令 nnfun L,2,1)( == ，则下
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列结论正确的是 

（A）若 ，则21 uu > { }nu 必收敛        （B）若 ，则21 uu > { }nu 必发散 

（C）若 ，则21 uu < { }nu 必收敛        （D）若 21 uu < ，则{ }nu 必发散 

【解】答案 D。画出草图，结论显见。下面证明 D： 

21 uu < ，则 012 >>− cuu ,其中 是某个确定的正数，于是存在c )2,1(1 ∈ξ 使得  

0)(
12

)1()2(
12 1

12 >>′=
−
−

=
−
− cfffuu ξ ， 

对任意 ),( 1 +∞∈ ξx ，由 ，0)( >′′ xf )(xf ′ 单调增加， 得到 0)()( 1 >>′>′ cfxf ξ ，于是

又存在 ),( 12 xξξ ∈ 使得 )())(()()( 121 +∞→+∞→−′+= xxffxf ξξξ 。 

考点：用 Lagrange 定理分析函数性质是水木艾迪考研数学强调的星级考点。参见水木艾迪考

研数学 36 计例 5-3，基础班讲义例 4-42，例 4-43，强化班第 2 讲例 28。 

（6）设曲线 （ 具有一阶连续偏导数），过第Ⅱ象限内的点1),(: =yxfL ),( yxf M 和第Ⅳ象

限内的点 ，N T 为 L 上从点M 到点 的一段弧，则下列小于零的是 N

（A）                       （B）  ∫T dxyxf ),( ∫T dyyxf ),(

（C）                       （D）  ∫T dsyxf ),( dyyxfdxyxf yT x ),(),( ′+′∫
【解】答案：（B） 
解释：（A）曲线过第Ⅱ象限内的点 M 和第Ⅳ象限内的点 ，N T 为 L 上从点M 到点 的一

段弧， ，其中 分别表示 的

N

=∫T dxyxf ),( 0)()(1 >−=∫ MxNxdx
T

)(N),( xMx NM , x坐标。 

（B） ：其中 分别表示 的=∫T dyyxf ),( 0)()(1 <−=∫ MyNydy
T

)(),( NyMy NM , y 坐标。 

（C） 弧长  ∫T dsyxf ),( == ∫T ds1 0>

（D）  dyyxfdxyxf yT x ),(),( ′+′∫ 000 =+∫ dydx
T

考点：第一类、第二类曲线积分的概念。参见水木艾迪考研数学 2007 模拟试题一套数一 5 题。

水木艾迪考研数学 36 计之 19。 

（7）设向量组 321 ,, ααα 线性无关，则下列向量组线性相关的是 

（A） 133221 ,, αααααα −−−       （B） 133221 ,, αααααα +++  

（C） 133221 2,2,2 αααααα −−−    （D） 133221 2,2,2 αααααα +++  

【解】答案 A。 

因为 0)()()( 133221 =−+−+− αααααα ，所以 133221 ,, αααααα −−− 线性相关。 

                        清华大学东门外创业大厦 1006 
 

2



2007 年考研数学试题详解与评析 水木艾迪考研辅导班  教务电话：62701055 网管电话：62780661-433 

水木艾迪考试培训网:   www.tsinghuatutor.com

考点：线性相关与线性无关的概念。参考：水木艾迪强化班向量例 17。 

（8）设矩阵 ，则 A 与 B 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

=
000
010
001

,
211
121
112

BA

（A）合同，且相似            （B）合同，但不相似 
（C）不合同，但相似          （D）既不合同，也不相似 
【解】答案 B。 

因为 A 的特征值为 ，所以0,3,3 A 和 B 不相似。又 A 和 B 的秩都为 2 且正惯性指数也都

为 2，所以 A 和 B 合同。 
考点：矩阵的相似与合同概念，相似矩阵的性质，合同矩阵的性质，惯性定理等。 
参考：水木艾迪基础班二次型例 2 例 3。强化班二次型例 2，冲刺班特征值例 35。36 计之例

23-5。 

（9）某人向统一目标独立重复射击，每次射击命中目标的概率为 )10( << pp ，则此人第 4

次射击恰好第 2 次命中目标的概率为 

(A)      (B)     (C)       (D)  2)1(3 pp − 2)1(6 pp − 22 )1(3 pp − 22 )1(6 pp −

【解析与点评】P{第 4 次射击恰好第 2 次命中目标} 
=P{第 4 次射击命中，且前 3 次中恰好命中 1 次}  

2221
3 )1(3)1( ppppCp −=−⋅=  

故选 C。  
本题是 Bernoulli 试验中的典型问题，可参见水木艾迪 2006 考研数学基础班讲义例 1.33，

强化班第一讲问题 7，考研 36 技之例 29-25 等题目和内容。 

(10) 设随机变量 服从二维正态分布，且),( YX X 与Y 不相关， 分别表示)(),( yfxf YX X ，

的概率密度，则在 的条件下，Y yY = X 的条件概率密度 )( yxf YX 为（   A   ）。  

（A）        (B)       (C)         (D) )(xf X )(yfY )()( yfxf YX )(
)(

yf
xf

Y

X  

【解析与点评】由于 服从二维正态分布，且),( YX X 与Y 不相关，所以 X 与 相互独立，

从而

Y

)(
)(
),()( xf

yf
yxfyxf X

Y
YX == ，故选 A. 

本题主要考查了二维正态分布的不相关性与独立性的等价关系，属于最基本的内容。 
 
二、填空题：11-16 小题，每小题 4 分，共 24 分，请将答案写在答题纸指定位置上。 

(11) =∫ dxe
x

x
1

2

1 2
1

__________。 
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【解】 2
11

2

11
2

1

1
2

1 2 2
111 ee

x
dedxe

x
xxx ==−= ∫∫ 。 

考点：水木艾迪考研数学强调：凑微分法是处理积分问题最重要的基础。 

(12) 设 是二元可微函数，),( vuf ),(
y
x

x
yfz = ，则 =

∂
∂

−
∂
∂

y
zy

x
zx __________。 

【解】答案：
y
xf

x
yf

y
xf

x
yf vuvu ′+′−′+′−  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′=

∂
∂

y
f

x
yf

x
z

vu
1

2 ， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′=

∂
∂

2
1

y
xf

x
f

y
z

vu  

y
xf

x
yf

y
xf

x
yf

y
zy

x
zx vuvu ′+′−′+′−=

∂
∂

−
∂
∂

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′−′−=
y
xf

x
yf vu2  

考点：具有抽象函数记号的多元复合函数的偏导数计算，这是一道很单纯的题目，参见水木

艾迪基础班第 10 讲 19 题。 

（13）二阶常系数非齐次线性微分方程 的通解为
xeyyy 2234 =+′−′′ =y __________。 

【 解 】 齐 次 解 为 ， 设 特 解 为 ， 由 待 定 系 数 法 得 到

，

xx eCeCy 3
21 += xAey 2=

xxxx eAeAeAe 2222 2384 =+− 2−A ， 答案： 。 
xxx eeCeCy 23

21 2−+=

考点：常规的二阶常系数非齐次线性微分方程解法( 非齐次项为 ( ) x
nP x eα 型)的求解）。这是 

水木艾迪考研数学强调的星级考点之一，有关处理方法及相同例题参见强化班第 8 讲例 6、7、 
8、9、10 等题目，水木艾迪考研数学 36 计之 11 计的说明与例题。 

（14）设曲面 1: =++Σ zyx ，则 dSyx )(∫∫
Σ

+ =____________。 

【解】（方法 1）由域与被积函数的对称性有： 

dSzdSxdSyxdS ∫∫∫∫∫∫∫∫
∑∑∑∑

=== ,0  

dSzdSxdSydSydSyx ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫
∑∑∑∑∑

++==+ (
3
1)(  

                3
3
4

2
3

3
8

3
1)(

3
1

=⋅==++= ∫∫∫∫
∑∑

dSdSzyx  

（方法 2）利用物理意义 
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dSydSyx ∫∫∫∫
∑∑

=+ )( 3
3
4

2
3

3
8

3
1888

0,,,
∫∫

≥∑

=⋅⋅⋅=⋅⋅==
zyx

SSyydS                    

（方法 3）化成二重积分 

dSydSyx ∫∫∫∫
∑∑

=+ )( ∫∫
≥∑

=
0,,,

8
zyx

ydS 3
3
438

0,,,
∫∫

≥∑

==
zyx

dxdyy  

                     
考点：利用曲面积分概念及对称性计算第一型曲面积分的基本运算题 , 木艾迪辅导中强调的星 
级考点。 

（15）设矩阵 ，则 的秩为__________。 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0000
1000
0100
0010

A 3A

【解】 ，所以 。 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0000
0000
0000
1000

3A 1)( 3 =Ar

考点：矩阵的运算和矩阵的秩。 

（16）在区间（0，1）中随机的取两个数，则这两个数之差的绝对值小于
2
1
的概率为___3/4____。 

【解析与点评】 由几何概型计算（见图），可知所求概率
4
3

1

)
2
1(1

||
||

2

=
−

==
S
A

 

S 

 

A 

x 

y 

1/2 1 

1/2 

1 

 
本题是几何概型的典型题目，许多几何分布的概率题可以化为几何概型来解决，类似的

题目可参见水木艾迪 2006 考研数学基础班讲义例 1.8，例 1.10，强化班例 1.10，考研 36 技

之例 29-24 等题目。 

三、解答题：17-24 小题，共 86 分。请将解答写在答题纸．．．指定位置上，解答应写出文字说明

过程或演算步骤。 

（17）（本题满分 11 分）求函数 在区域 2222 2),( yxyxyxf −+=
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0,4),( 22 ≥≤+= yyxyxD 上的最大值和最小值。 

【解】（1） ，求函数 在的驻点， yxyfxyxf yx
22 24,22 −=′−=′ 2222 2),( yxyxyxf −+=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−=
∂
∂

=−=
∂
∂

024

022

2

2

yxy
y
f

xyx
x
f

 

在区域 { }0,4),( 22 ≥≤+= yyxyxD 内的驻点为： )1,2(± 。 

（2）求函数 在区域边界上的条件极值。Lagrange 函数 2222 2),( yxyxyxf −+=

( )42 222222 −++−+= yxyxyxL λ  

( )

( )
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=−+

=+−=
∂
∂

=+−=
∂
∂

04

0224

0222

22

2

2

yx

yyxy
y
L

xxyx
x
L

λ

λ

 

条件驻点为 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
±

2
3,

2
5

。 

（3）比较函数 在这些点的值的大小，最小值为 0，最大值为 8。 2222 2),( yxyxyxf −+=

评论：（1）考有界闭区域上的最值问题：区域内的无条件极值问题+区域边界上的条件极值问题，

这是多元微分应用的一道典型考题，认真负责的考研辅导班都会讲到类似的题。 
（2）不用条件极值也可以求边界上的最大、最小值。第一部分同上，第二部分可以改为

如下： 

在边界 ：1L )22(0 ≤≤−= xy 上， ，最大值为 ,最小值为 ； 
2),( xyxf = 4 0

在边界 ： 上，2L )0(422 ≥=+ yyx 24 xy −= ， 

85)4,(),( 242 +−=−= xxxxfyxf ， 

驻点：
2
5,0 21 ±== xx 。在边界上最大值为 8，最小值为 0。这样也可以得到结果。 

本题考点：多元函数在有界闭域上最大最小值问题的分析与计算方法。相同例题参见水

木艾迪 2007 模拟试题二套数一 5 题。 

（18）（本题满分 10 分）计算曲面积分 ，其中Σ为曲面 ∫∫
Σ

++= xydxdyzydzdxxzdydzI 32
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)10(
4

1
2

2 ≤≤−−= zyxz 的上侧。 

【解】（方法 1）利用 Guass 公式. 

加上辅助平面
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤+

=
+

1
4

0
: 2

21 yx

z
S ，下侧为正，组成内则为正的封闭曲面，由 Guass 公式， 

+++∫∫
Σ

xydxdyzydzdxxzdydz 32 ∫∫∫∫∫
Ω

=++
+

zdxdydzxydxdyzydzdxxzdydz
S

332
1

 

∫ ∫∫
−≤+

=
1

0
1

4

2
2

3
zyx

dxdyzdz ∫ −=
1

0

)1(6 dzzzπ π= 。 

而 0332
1

4

2
21

=−=++ ∫∫∫∫
≤+

+ yxS

xydxdyxydxdyzydzdxxzdydz  

故 。 π=++= ∫∫
Σ

xydxdyzydzdxxzdydzI 32

（方法 2）直接计算，记曲面 在三个坐标面上的投影分别为  Σ zxyzxy DDD ,,

xydxdyxydxdy
xyD

33 ∫∫∫∫ =
Σ

0= ， 

dydzyzzxzdydz
yzD 4

12
2

−−= ∫∫∫∫
Σ

dyyzzdz
z

z
∫∫
−

−−

−−=
12

12

21

0 4
12  

3
])1(2[

1

0

ππ =−= ∫ dzzz ， 

dzdxxzzdzdxzy
zxD
∫∫∫∫ −−=

Σ

)1(442 2 dxxzdzz
z

z
∫∫
−

−−

−−=
1

1

2
1

0

18 π
3
2

= 。 

所以： ∫∫
Σ

++= xydxdyzydzdxxzdydzI 32 π= 。 

（方法 3）利用法向量，将第二类曲面积分变成第一类曲面积分也可以计算。 

)10(
4

1:
2

2 ≤≤−−=∑ zyxz ， kjyixn ++=
2

2 ， )24(
416

1
220 kjyix

yx
n ++

++
=  

dS
yx

xyzyzxdSnkxyjzyixzI ∫∫∫∫
∑∑ ++

++
=⋅++=

416
624)32(

22

22

0  
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其中 ∫∫
∑

=
++

++
= 0

416
6,

2
416

22

22

dS
yx

xydxdy
yx

dS  

因此只需计算 dSzyzxI ∫∫
∑

+= 22 24
2
1

即可。 

本题考点：第二型曲面积分概念与计算。相同例题参见水木艾迪 2007 模拟试题二套数一 20
题，水木艾迪强化班第 12 讲曲面积分例 10 及例 12。 
点评：第二类曲线积分有三种求值方法：直接计算法，Guass 公式法，将第二类曲面积分变成

第一类曲面积分，本题用这三种方法都能解。 

（19）（本题满分 11）设函数 在 上连续，在 内具有二阶导数切存在相等

的最大值， ，证明：存在

)(),( xgxf ],[ ba ),( ba

)()(),()( bgbfagaf == ),( ba∈ξ ，使得 )()( ξξ gf ′′=′′ 。 

【证】移项造辅助函数 )()()( xgxfxh −= ，则 0)( =ah ， 0)( =bh 。合理的思路是：证明

存在 使得 ，再用 Rolle 定理两次得到结论。 ),(0 bax ∈ 0)( 0 =xh

（方法一）若 的最大值在 内同一点取得，则存在 使得

。 二阶可导，于是由 Rolle 定理，

)(),( xgxf ),( ba ),(0 bax ∈

0)( 0 =xh )(),( xgxf ),( 01 xax ∈∃ 与 使得

与 

),( 02 bxx ∈

0)( 1 =′ xh 0)( 2 =′ xh ，进而 ),(),( 21 baxx ⊂∈∃ξ ，使得 0)( =′′ ξh ， )()( ξξ gf ′′=′′ 。 

若 的最大值不在同一点取得，则存在)(),( xgxf ),(1 bax ∈ 与 ),(2 bax ∈ ， 使

得 

21 xx ≠

)(max)(
],[1 xfxf

bax∈
= )(max)(

],[2 xgxg
bax∈

==   

0)()()( 111 >−= xgxfxh 且 0)()()( 222 <−= xgxfxh  

由连续函数的零点定理，存在介于 之间的21, xx ),(0 bax ∈ 使得 ，又

， ， 二阶可导，于是由 Rolle 定理，

0)( 0 =xh

0)( =ah 0)( =bh )(),( xgxf ),(),,( 0201 bxxa ∈∃∈∃ ξξ

使 得 0)( 1 =′ ξh ，  0)( 2 =′ ξh ， 于 是 ),(),( 21 ba⊂∈∃ ξξξ ， 使 得 0)( =′′ ξh ， 即

)()( ξξ gf ′′=′′ 。 

综上， ),( ba∈∃ξ ，使得 )()( ξξ gf ′′=′′ 。 

（方法二）用反证法也能证明存在 ),( ba∈η 使 0)( =ηh 。 

假 设 不 存 在 ),( ba∈η 使 0)( =ηh ， 则 ),(,0)( baxxh ∈∀> ； 或
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),(,0)( baxxh ∈∀< 。不妨假设 ),(,0)( baxxh ∈∀> 。 

设 在)(xg ),(1 bax ∈ 取到最大值，则应有 ，与已知条件函数

在 内有相等的最大值矛盾。因此假设不成立，即存在

)()( 11 xgxf > )(),( xgxf

),( ba ),( ba∈η 使 0)( =ηh 。其余步骤

同（方法一）。 
本题考点：连续函数性质，导函数性质及 Rolle 定理运用。移项造辅助函数是水木艾迪考研数

学 36 计之一计，相同例题参见水木艾迪 2007 模拟试题二套数一 19 题，考研数学 36 计例 5-7，
例 5-8。最后的证法比较简单，值得推广。 

（20）（本题满分 10 分）设幂级数 在
n

n
n xa∑

∞

=0

),( +∞−∞ 内收敛，其和函数 满足)(xy

1)0(,0)0(,042 =′==−′−′′ yyyyxy 。 

（Ⅰ）证明 ;,2,1,
1

2
2 L=

+
=+ na

n
a nn  

（Ⅱ）求 的表达式。 )(xy

【证】（1）（方法一） 

由 得 ， 得0)0( =y 00 =a 1)0( =′y 11 =a ， 2!20)0( ay ==′′ ， ， 02 =a

)()]23(24[)(2)(4)(2)(2)( )23()13( xyxxyxyxyxyxxy −− −++=′+′+′′=′′′  

31 !36)0(4)0(2)0( aayyy ==′+′=′′′ ，因此 13 =a ，即 1=k 时成立 kk a
k

a
1

2
2 +
=+ 。 

4
)4( !40)0()]24(24[)0(2)0( ayyy ==′′−++′= ， 04 =a  

)()]2(24[)(2)( )2()1()( xynxxyxy nnn −− −++=  

假设 时成立： 12 +≤ nk

)()]2(24[)(2)( )2()1()( xykxxyxy kkk −− −++=  

)0()]2(24[)0( )2()( −−+= kk yky  

0)0()2( =ny ，  12
)12()12( )!12()0()]12(24[)0( +

−+ +=−+= n
nn anyny

即 1212 112
2

−+ −+
= nn a

n
a ，且 。考察02 =na 32 += nk 的情况， 

)()]22(24[)(2)( )2()12()22( xynxxyxy nnn −++= ++
，  0)0()22( =+ny

)()]12(24[)(2)( )12()22()32( xynxxyxy nnn +++ −++= ，  )0()]12(24[)0( )12()32( ++ ++= nn yny

3212 )!32()!12)](12(24[ ++ +=+++= nn anann  
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1232 )!32(
)!12)](12(24[

++ +
+++

= nn a
n

nna 12132
2

+−+
= na

n
 

由归纳法得到  L,2,1,
1

2
2 =

+
=+ na

n
a nn 。 

（方法二） ,          ∑
∞

=

−=′
1

1

n

n
nxnay ∑

∞

=

−−=′′
2

2)1(
n

n
nxanny

代入微分方程得到       042)2)(1(
010

2 =−−++ ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
+

n

n
n

n

n
n

n

n
n xaxnaxann

0次幂系数为零：  042 02 =− aa

n 次幂系数为零： L,2,1,0)2(2)2)(1( 2 ==+−++ + nanann nn   

         L,2,1,
1

2
2 =

+
=+ na

n
a nn   

（2） ， ， ，00 =a 11 =a 02 =a 13 =a ， 35 2
1 aa = ， 37 3

1
2
1 aa = ， 39 4

1
3
1

2
1 aa = ， 

02 =na ，
!

1
2
2

1212 n
a

n
a nn === −+ L L,2,1, =n ，于是方程的幂级数解为 

22

0

12

00 !
1

!
1)( xn

n

n

n

n

n
n xex

n
xx

n
xaxy ==== ∑∑∑

∞

=

+
∞

=

∞

=

 

本题考点：微分方程解的性质，幂级数逐项微分与求和方法。相同例题参见水木艾迪 2007 模

拟试题二套数三 17 题。 

（21）（本题满分 11 分）设线性方程组            ① 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=++
=++

04

02
0

3
2

21

321

321

xaxx

axxx
xxx

与方程                           12 321 −=++ axxx            ②  

有公共解，求 的值及所有公共解。 a

【解】考虑方程组  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=++
=++
=++
=++

12
04

02
0

321

3
2

21

321

321

axxx
xaxx

axxx
xxx

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−1121
041
021
0111

2

a
a
a

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−+−

−
→→

0)1)(2(00
1100

0110
0111

aa
aa

a
L  

若 且 时，方程组无解，即方程组①和②无公共解。 2≠a 1≠a
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当 时， 1=a

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→→

0000
0000
0010
0101

L ， 

齐次线性方程组的基础解系为： ( ) ， T1,0,1−
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Tk 1,0,1− k

)

①和②的所有公共解为： ， 为任意常数。 ( )
当 时， 2=a

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
→→

0000
1100

1010
0001

L ， 

非齐次线性方程组有唯一解： ，①和②的所有公共解为：( T1,1,0 − ( )T1,1,0 − 。 

考点：线性方程组有解的判断条件，齐次线性方程组的解的理论与性质，非齐次线性方程组

解的理论与性质，用初等变换求方程组的解等。 
参考：水木艾迪基础班线性方程组例 9，强化班线性方程组第 5 类问题。 
（22）（本题满分 11 分）设 3 阶对称矩阵 A 的特征向量值 

T)1,1,1(,2,2,1 1321 −=−=== αλλλ  

是 A 的属于 1λ 的一个特征向量，记 EAAB +−= 35 4 其中 E 为 3 阶单位矩阵。 

（Ⅰ）验证 1α 是矩阵 B 的特征向量，并求 B 的全部特征值与特征向量； 

（Ⅱ）求矩阵 B 。 

【解】（Ⅰ） ， 11111
35

1 24)4( αααααα −=+−=+−= EAAB

所以 1α 是 B 的属于特征值 的特征向量。 2−

设 2α 是 2λ 的特征向量，则 

222
3

2
5

2
35

2 242)4( αααααα =+×−=+−= EAAB  

设 3α 是 3λ 的特征向量，则 

333
3

3
5

3
35

3 )2(4)2()4( αααααα =+−×−−=+−= EAAB  

所以 B 的全部特征值为 。 1,1,2−

设 B 的属于 1 的特征向量为 ，则 ，即 Txxx ),,( 321=α 021 =αα T
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0321 =+− xxx ， 

解得 和 ，所以
T)0,1,1( T)1,1,0( B 的属于特征值 1 的特征向量为 

Tk )0,1,1(1=α Tk )1,1,0(2+ ， 

其中 为不全为零的常数。属于特征值21 ,kk 2− 的特征向量为 ，其中 是不为

零的常数。 

Tk )1,1,1(1 −=α k

（Ⅱ）令 ，则 ，其中

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

101
111
011

P
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=−

1
1

2
1BPP

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=−

211
112

111

3
11P ，则 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
= −

011
101
110

1
1

2
1PPB 。 

考点：矩阵的特征值与特征向量，实对称矩阵的特征向量的性质，矩阵的相似对角化，求逆

矩阵，矩阵的运算等。 
参考：水木艾迪基础班特征值例 14，强化班特征值第 6 类问题。 

（23）(本题满分 11 分)设二维随机变量 的概率密度为 ),( yx

⎩
⎨
⎧ <<<<−−

=
其他0

10,102
),(

yxyx
yxf  

（Ⅰ）求  ；  }{ YXP 2>

（Ⅱ）求 YXZ += 的概率密度。 

【解】（Ⅰ） }{ ∫ ∫∫∫ −−==>
>

1

0

2

02

])2([),(2 dxdyyxdxdyyxfYXP

x

yx

 

24
7]

8
5[

1

0

2 =−= ∫ dxxx  

（Ⅱ）【解 1】 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥

<≤−−=−−−=>+−

<≤−=−−

<

=≤+=

∫ ∫

∫ ∫

− −

−

.2,1

,21,)2(
3
11])2([1)(1

,10,
3
1])2([

,0,0

)()( 1

1

2
1

0

32

0

z

zzdxdyyxzYXP

zzzdxdyyx

z

zYXPzF

z xz

z xz

Z

从而 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<≤−
<≤−

=′=
.,0

,21,)2(
,10,2

)()( 2

2

其它

zz
zzz

zFzf ZZ  

【解 2】 由于 ，其中被积函数为 ∫
+∞

∞−

−= duuzufzf Z ),()(

⎩
⎨
⎧ <−<<<−

=−
.,0

,10,10,2
),(

其它

uzuz
uzuf  

于是 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<≤−=−

<≤−=−

= ∫

∫

−

.,0

,21,)2()2(

,10,2)2(

)( 2
1

1

2

0

其它

zzduz

zzzduz

zf
z

z

Z  

【解析与点评】本题是二维连续型随机变量的典型题目，主要考查了二维随机变量的概率的 
计算和它的函数的分布等基本问题，问题（Ⅰ）只要利用公式 

∫∫=∈
A

dxdyyxfAYXP ),(}),{( ， 

而对问题（Ⅱ），只要大家熟悉二维随机变量的函数的分布的直接求法（即解法一），就容易 
求得结果，当然，此问题也可以用解法二的公式法获得。这种类型的题目在水木艾迪各级别 
的辅导中均为最基本的题型，可参见水木艾迪 2006 考研数学基础班讲义例 3.3、3.10、3.15、 
3.16、3.21，强化班的例 3.3、3.12、3.22，考研 36 技之例 32-2 至 32-7 等等题目。 
（24）（本题满分 11 分）设总体 X 的概率密度为 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<≤
−

<<

=

其他0

10
)1(2

1

0
2
1

),( x

x

xf
θ

θ
θ

θ    ， 

nXXX L21 , 是来自总体 x 的简单随机样本， X 是样本均值 

（Ⅰ）求参数θ 的矩估计量  ； 
∧

θ

（Ⅱ）判断
2

4X 是否为 的无偏估计量，并说明理由。 2θ

【解】（Ⅰ）由于
4
1

2)1(2
1

2
1),(

1

0

+=
−

+== ∫∫∫
+∞

∞−

θ
θθ

θ
θ

θ

dxxdxxdxxxfEX ， 
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令 XEX = ，故得参数θ 的矩估计量 
2
12 −=

∧

Xθ 。 

（Ⅱ）
2

4X 不是为 的无偏估计量。因为 2θ

])(1[4])([4)4( 222 EXDX
n

XEXDXE +=+=  

注意到 

=2EX
6
1

63)1(2
1

2
1),(

21
2

0

22 ++=
−

+= ∫∫∫
+∞

∞−

θθ
θθ

θ
θ

θ

dxxdxxdxxfx ， 

故  
48
5

1212
)(

2
22 +−=−=

θθEXEXDX  

所以 

2222 )
12

5
4
1()

3
11()

3
11(])(1[4)4( θθθ ≠++−++=+=

nnn
EXDX

n
XE  

【解析与点评】本题也可以用如下的推断获得结果： 

2222

4
14])(1[4)4( θθθ >+++=+= DX

n
EXDX

n
XE （因为 ，且0≥DX 0>θ ） 

本题考查了矩估计的求法和无偏性的判断，是数理统计的基本题型。这种类型的题目在

水木艾迪各级别的辅导中也均为最基本的题型，可参见水木艾迪 2006 考研数学基础班讲义例

6.11、6.16、6.20、6.22，强化班的例 6.3、6.11，考研 36 技之例 35-7 至 35-11 等等题目。 
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